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RESUMEN 
 
La dificultad de los cálculos a los que se ha de enfrentar un ingeniero para resolver los 
problemas de cualquier proyecto ha ido aumentando progresivamente, hasta llegar a límites 
en los que no es posible su resolución por métodos analíticos tradicionales. Es por esto que se 
desarrollaron, y se siguen mejorando, los llamados “métodos numéricos”: herramientas de 
cálculo alternativas a la resolución analítica, basadas en el cálculo aproximado mediante 
reglas matemáticas sencillas. 
Estos métodos numéricos se perfeccionaron y tomaron mayor importancia con la llegada 
de los ordenadores, los cuales abrían la posibilidad de realizar gran cantidad de cálculos de 
manera rápida. Así, surgieron diferentes programas de cálculo numérico para la resolución de 
problemas ingenieriles. En este proyecto nos centraremos en el Método de los Elementos 
Finitos (MEF) para resolver Ecuaciones en Derivadas Parciales y, en este ámbito, cabe 
destacar programas de carácter muy relevante hoy día para la ingeniería como Ansys, Abaqus, 
etc.  
Estos programas están desarrollados por empresas y requieren grandes esfuerzos para su 
creación, mejora y mantenimiento, lo que redunda en un alto coste en la compra de licencias 
para el usuario. Además, estos programas son de código cerrado, con lo que el usuario no 
puede introducir modificaciones y mejoras en el código. 
Otro tipo de programas, gratuitos y de código abierto, han sido creados en los últimos 
años con la revolución informática por usuarios independientes o grupos universitarios. Estas 
aplicaciones gratuitas se diferencian de otras de pago, principalmente, por detalles como una 
interfaz menos cuidada, menos potencia o mayores limitaciones de cálculo. Entre esas 
diferencias, la mayor suele ser que estos programas ofrecen altas prestaciones solo en un área, 
es decir, en el caso de solucionadores por elementos finitos, existen generadores de 
geometrías, malladores, solucionadores de cálculos y visualizadores/postprocesadores. 
Los diferentes tipos de programas específicos hacen mención a las diferentes etapas del 
MEF. Éste consiste en un potente método de análisis numérico para el cálculo aproximado de 
la solución de ecuaciones en derivadas parciales complejas, que se basa en la aproximación 
del problema dado por otro problema planteado en un espacio de dimensión finita. Para 
resolver este problema aproximado se divide (se malla) el recinto de trabajo en diferentes 
elementos, se toma una base del espacio en cuestión y, mediante un procedimiento 
determinado, se obtiene un sistema de ecuaciones algebraicas cuya solución proporciona el 
valor de la solución aproximada en cada nudo de la malla. 
Así, la primera etapa es crear una correcta división de la geometría, una malla, que nos 
permita obtener los resultados con un buen equilibrio entre precisión y esfuerzo 
computacional. Después, se lleva a cabo la resolución del problema, en la que se utilizan 
cuadraturas numéricas y la resolución de grandes sistemas de ecuaciones algebraicas. 
Finalmente, es necesaria una correcta visualización y postprocesado de los resultados para 
poder apreciar los resultados calculados como valores techo, etc. 
Particularmente en los casos de dominios tridimensionales, esta necesidad de herramientas 
de visualización de calidad se acentúa. Esto se debe a que dominios de una o dos dimensiones 
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son fáciles de apreciar e interpretar en el plano coordenado, donde podemos observar todo 
detalle sin mayor complicación. Sin embargo, para geometrías en el espacio, esto se complica 
por la dificultad de representar un dominio 3D en un plano o una pantalla 2D sin profundidad. 
Herramientas como cortes por planos, proyección sobre planos y similares, contenidas en las 
aplicaciones de visualización ayudan a facilitar la compresión e interpretación de los 
resultados. Esto motiva la búsqueda de programas de este tipo con funciones avanzadas por 
parte de usuarios del MEF. 
El objetivo de este proyecto es el estudio de diferentes herramientas relacionadas con el 
MEF, poniendo especial énfasis en la visualización gráfica de resultados y llevando a cabo un 
estudio comparativo de diferentes herramientas de visualización aplicadas a la resolución de 
diversos problemas clásicos de la ingeniería. 
El énfasis de este proyecto en la visualización de resultados está plenamente justificado. 
La correcta visualización de la solución del cálculo MEF es de suma importancia para 
interpretar los resultados numéricos obtenidos. Por ello, el ingeniero necesita tener a su 
disposición distintas técnicas de visualización-postproceso, especialmente en el caso de 
recintos 3D y en las regiones de difícil acceso.  
Como herramienta básica de trabajo para el cálculo por elementos finitos en este proyecto 
se ha trabajado con FreeFem++, software gratuito escrito en C++ y que abarca todas las fases 
del MEF, siendo el mallado y la visualización posibles puntos a complementar con otras 
aplicaciones. Como programas de visualización se ha abordado en primer lugar Mayavi2, 
elección parcialmente motivada por ser un software programado en Python, lenguaje con cada 
vez más adeptos en el mundo científico y empresarial. Sin embargo, debido a las limitaciones 
encontradas en el proyecto durante el uso de Mayavi2 se decidió estudiar paralelamente 
Gmsh, que además de módulo de visualización, es conocido por sus buenas prestaciones en 
cuanto a generador de mallas, muy por encima de FreeFem++ en este aspecto. 
Mediante FreeFem++ es posible resolver problemas de ecuaciones diferenciales utilizando 
C++, lenguaje de programación de uso común. FreeFem dispone de un conjunto de comandos 
de lenguaje propio que facilitan la interacción con el usuario, con lo que la resolución de un 
problema no comporta una excesiva cantidad de líneas de código. En FreeFem el usuario debe 
introducir la formulación débil del problema y se dispone de distintas funciones para llevar a 
cabo el mallado del recinto y la resolución del problema, obteniéndose así el valor de la 
solución en los nudos del mallado. También se puede llevar a cabo  un modelado 2D o 3D de 
la solución en el apartado gráfico ofrecido por FreeFem++. 
Mayavi2 es un software gratuito relacionado con la visualización y postproceso de datos, 
ya sean estos obtenidos como soluciones numéricas de un problema u obtenidos mediante 
mediciones como, por ejemplo, datos topográficos. Este programa está escrito en Python y 
permite llevar a cabo la visualización y el postproceso mediante una interfaz interactiva y 
dinámica. También se puede trabajar a través de programación para conseguir los resultados 
de visualización deseados. Además ofrece la posibilidad de leer archivos en formato VTK, 
librería ampliamente utilizada y de formato conocido. 
Finalmente, se ha trabajado con Gmsh, programa para generar mallas bi y 
tridimensionales. Este software fue concebido para resolver problemas en el ámbito 
académico, pero sus continuas mejoras lo han trasladado también fuera de estos entornos. Es 
también un software libre, escrito en C++ y multiplataforma. 
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Gmsh se presenta dividido en cuatro módulos: un módulo geométrico para la creación de 
recintos; un generador de mallas con diferentes opciones de geometrías; (líneas, triángulos, 
tetraedros, prismas, hexaedros y pirámides); un módulo solucionador, que implica la llamada 
a aplicaciones externas, pues no posee solucionador como tal; y un cuarto módulo de 
postprocesado ligado a la visualización con múltiples alternativas. 
Así pues, durante este proyecto fin de grado se ha estudiado el funcionamiento de 
FreeFem++, Mayavi y Gmsh como alternativa gratuita a los grandes programas comerciales 
relacionados con el MEF. 
Tras introducir la formulación particular de algunos problemas ingenieriles, se estudiará el 
tratamiento de la entrada de datos en FreeFem++ para magnitudes escalares y vectoriales 
2D/3D, así como la salida de la solución y los datos de la malla obtenida. 
Para ilustrar el funcionamiento del software se estudian problemas de diversa índole para 
apreciar las diferencias en cuanto a salida y entrada de datos. Para casos bidimensionales se 
tratará el problema de una viga bidimensional en estado de deformación plana; el problema de 
la conducción del calor en una placa plana y el problema de Stokes. Para los casos 
tridimensionales se tratará nuevamente un caso de elasticidad, una viga tridimensional 
sometida a su peso propio, así como una biela como ejemplo muy visual y conocido; el 
problema de Stokes para recintos tridimensionales y por último las ecuaciones de Poisson en 
geometrías con dificultad de visualización en el recinto interior de las mismas (cavidades y 
geometrías macizas voluminosas). 
Una vez desarrollada la programación necesaria para la introducción del problema en 
FreeFem++, se estudiará la salida gráfica proporcionada por el software y las posibilidades 
que ofrece en cuanto a postprocesado y trabajo con los resultados.  
Sin embargo, las posibilidades de trabajo con la solución en la interfaz gráfica aportada 
por FreeFem++ son limitadas, motivo por el cuál se utilizará la salida numérica obtenida para 
llevar el postprocesado a Mayavi2 y Gmsh donde se tratarán estos datos para poder estudiar 
los resultados de manera gráfica mediante diferentes métodos de visualización como la 
discretización de valores, modificación de las formas de representación, cortes por planos 
para volúmenes macizos etc. 
Los resultados obtenidos en este proyecto aclaran las dificultades y posibilidades 
encontradas en los diferentes programas utilizados: 
 Como resultado del estudio de FreeFem++ se pone de manifiesto su potencia y rapidez 
para el cálculo de soluciones, incluso cuando hay un gran número de nodos. Sin embargo, 
se descubre: 
 A. La ausencia de diferentes morfologías de elementos de malla (solo permite mallar 
triángulos y tetraedros). 
 B. La dificultad para introducir las geometrías al ser necesaria su programación mediante 
ecuaciones paramétricas. 
 C. La definición de mallados en problemas tridimensionales es mucho más complicada 
que en el casi de aplicaciones de mallado visual (como Gmsh).  
 D. Ofrece una interfaz gráfica aceptable (sin módulos específicos de visualización) en 
casos bidimensionales aunque algo escasa en casos tridimensionales donde no es capaz de 
representar valores vectoriales con dirección y sentido. 
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 Como resultados de la investigación de Mayavi2, en comparativa con Gmsh en cuanto a 
módulos de visualización y postprocesado, se han apreciado ciertas ventajas a favor de 
Gmsh. Mayavi2 ofrece grandes posibilidades, sobre todo debido a su lenguaje de 
programación, Python, el cual tiene a su disposición gran cantidad de aplicaciones y 
librerías libres. Además, de abrir archivos en formatos de texto (.vtk) se puede trabajar 
con figuras a través de scripts de Python, lo que puede proporcionar ventajas en algunos 
casos. Sin embargo, en cuanto a herramienta de visualización y postprocesado con 
importación de datos externos, Gmsh ofrece más calidad de visualización y módulos de 
postproceso, así como una facilidad mayor para la ejecución de éstos. 
Para la obtención de estos resultados, se ha realizado una intensiva búsqueda de 
información en la red, así como un minucioso trabajo con los programas para su 
entendimiento y correcto manejo. Ha de reseñarse la escasa documentación existente sobre 
Mayavi2, prácticamente inexistente fuera de la propia página web del programa. 
Además, para la correcta interconexión de estos programas entre sí, ha sido necesario el 
estudio y la programación de diferentes scripts en Python y en C que permitieran la 
compatibilidad de formatos de entrada y de salida de dichos programas. Estos formatos son 
diferentes y, a menudo, muestran incompatibilidades sustanciales. Por ejemplo, con el objeto 
de usar la salida de FreeFem++ en Mayavi2 ha habido que trabajar con una entrada mediante 
el formato .vtk. 
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PALABRAS CLAVE 
 
 Problemas 2D, problemas 3D. 
 
 Mallado. 
 
 Conducción del calor, Stokes, viga a flexión, Poisson. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
Herramientas de resolución y visualización 
 
Enrique López García  7 
  
 
ÍNDICE GENERAL 
 
AGRADECIMIENTOS………………………………………………………………….........1 
RESUMEN………………………………………………………………………………….....2 
PALABRAS CLAVE…………………………………………………………………......…..6 
ÍNDICE GENERAL………………………………………………………………………......7 
OBJETIVOS…………………………………………………………………………………………..…….......9 
METODOLOGÍA……………………….…………………………………………………....10 
INTRODUCCIÓN………………………………………………………………..……...…...11 
1. FREEFEM++ COMO HERRAMIENTA DE CÁLCULO……………………………..….13 
 1.1 ¿Qué es FreeFem++?...............................................................................................14 
 1.2 FreeFem++ como herramienta de cálculo…………………………………….......14 
 1.3 Funcionamiento de FreeFem++……………………………………………….….14 
 1.4 Programación en FreeFem++………………………………………………..........15 
  1.4.1 Características básicas…………………………………………………………......15 
  1.4.2 Generación de mallas………………………….……………………………….....16 
  1.4.3 Resolución de problemas variacionales………………..…………...……….....22 
  1.4.4 Resultados e interfaz gráfica de FreeFem++……………………….…………22 
2. HERRAMIENTAS DE VISUALIZACIÓN…………………………………….….….....25 
 2.1 Mayavi………………………………………………………………………………...………….26 
  2.1.1 ¿Qué es Mayavi2?....................................................................................26 
  2.1.2 Entrada de datos en Mayavi2………………………………………......26 
  2.1.3 Interfaz gráfica y manejo de Mayavi2………………………………...……......30 
 2.2 Gmsh……………………………………………………..……………………………………….32 
  2.2.1 ¿Qué es Gmsh?.....................................................................................32 
  2.2.2 Entrada de datos en Gmsh……………………………...…………………..……..32 
  2.2.3 Geometría y mallado en Gmsh………………………..…………….……….......34 
  2.2.4 Visualización y postprocesado en Gmsh……………………..…..……………34 
3. CASOS EN 2 DIMENSIONES…………………………………………………………...37 
 3.1 Problemas de ecuaciones diferenciales en 2D………………………………….…..…....38 
 3.2 Viga sometida a flexión…………………………………………………………..………......38 
3.2.1 Resolución del problema en FreeFem++………………………..………....….38 
  
 
8                                                                    Escuela Técnica Superior de Ingenieros Industriales (UPM) 
  
3.2.2 Visualización en Mayavi2……………………………………...………………43 
3.3 Conducción del calor en una superficie plana………………………………........……44 
3.3.1 Resolución del problema en FreeFem++…………………………………....44 
3.3.2 Visualización en Mayavi2…………………………………………………...…46 
 3.4 Problema de Stokes…………………………………………………………….48 
3.4.1 Resolución del problema en FreeFem++…………………………..…48 
3.4.2 Visualización en Mayavi2…………………………………………………...…52 
4. CASOS EN 3 DIMENSIONES………………………………...……………………………….…....54 
 4.1 Problemas de ecuaciones diferenciales en 3D……………………………….....55 
 4.2 Viga sometida a flexión por peso propio…………………………………………..……55 
  4.2.1 Resolución del problema en FreeFem++………………………….……..…..55 
  4.2.2 Visualización en Mayavi2 y Gmsh……..………………………….....58 
 4.3 Biela……………………………………………………………………………………….……59 
 4.4 Problema de Stokes tridimensional………………………………………….….62 
  4.4.1 Resolución del problema en FreeFem++…………………….…………..…..62 
  4.4.2 Visualización en Mayavi2 y Gmsh…………………………………....…...….64 
4.5 Ecuación de Poisson…………...……………………………………………….....…………66 
  4.5.1 Resolución del problema en FreeFem++……………………...……....66 
  4.5.2 Visualización en Mayavi2 y Gmsh……………………………………..……..68 
5. CONCLUSIONES…………………………………………………………………....………...…….…70 
 5.1 Conclusiones sobre FreeFem++……………………………………………..….71 
 5.2 Conclusiones sobre Mayavi2 y Gmsh…………………………………..…...….71 
6. PLANIFICACIÓN TEMPORAL Y PRESUPUESTO…………………………………………73 
 6.1 Planificación temporal y presupuesto…………………………………………..74 
 6.2 Planificación temporal…………………………………………………………..……….….74 
 6.3 Diagrama de Gantt……………………………………………………………..76 
6.4 Estructura de descomposición del proyecto (EDP)…………………………….77 
6.5 Presupuesto……………………………………………………………………..78 
BIBLIOGRAFÍA…………………………………………………………………………..79 
APÉNDICE………………………………………………………………………………...81 
 
 
 
 
Herramientas de resolución y visualización 
 
Enrique López García  9 
  
 
OBJETIVOS 
 
Los objetivos fundamentales en este trabajo fin de grado son los siguientes: 
 Estudiar los fundamentos teóricos del Método de los Elementos Finitos para su 
aplicación en problemas físicos e ingenieriles. 
 
 Investigar las funciones y alternativas para el cálculo de sistemas de Ecuaciones en 
Derivadas Parciales ofrecidos por FreeFem++. 
 
 Aprender a programar C++ con los comandos propios de FreeFem++ para la resolución 
de problemas. 
 
 Estudiar los modos de exportación e importación de datos entre los programas 
FreeFem++ y Mayavi2, así como entre FreeFem++ y Gmsh.  
 
 Estudiar el lenguaje de programación Python para la utilización del mismo en la 
entrada de datos necesaria para Mayavi2. 
 
 Investigar las posibilidades ofrecidas por Mayavi2 en cuanto a la visualización de datos 
y postprocesado de los mismos. 
 
 Investigar las posibilidades ofrecidas por Gmsh en cuanto a la visualización de datos y 
postprocesado de los mismos. 
 
 Hacer un estudio comparativo de FreeFem++, Mayavi2 y Gmsh en cuanto a 
posibilidades de visualización de datos. 
 
 Establecer una guía para la utilización de los programas gratuitos FreeFem++, Mayavi2 
y Gmsh como alternativa a programas de pago. 
 
Ha de recalcarse en los objetivos de este proyecto, que la idea inicial era la investigación, 
primero del software FreeFem++ y su programación, y segundo del software Mayavi2 y su 
manejo interactivo, además de su programación mediante Python. Todo ello para el cálculo y 
visualización de problemas 2D y 3D.  Sin embargo a lo largo del proceso de estudio de 
Mayavi2 surgieron inconvenientes para lograr el correcto funcionamiento del mismo. 
Mayavi2 solo ofreció su funcionalidad plena trabajando a través de la librería VTK y no 
mediante Python, como se había planeado en la idea inicial del proyecto. 
Por ello, durante el transcurso del proyecto y a la vista de los acontecimientos, se decidió la 
incorporación del estudio de Gmsh como alternativa para la visualización de los casos 
tridimensionales, que no eran realizables en Mayavi2 mediante Python. Finalmente, tras 
conseguir trabajar estos casos en Mayavi2 mediante datos de VTK, se propuso utilizar ambos 
y establecer una comparativa. 
Introducción  
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METODOLOGÍA 
 
Para la realización de los objetivos previamente planteados se ha seguido la siguiente 
metodología: 
Primero, se repasó y estudió el fundamento teórico del MEF para el entendimiento del 
mismo y con el objetivo de transformar los sistemas diferenciales a ecuaciones en su forma 
débil integral. 
Como primer paso para la ejecución del proyecto, se repasaron (C) y aprendieron (C++), 
los lenguajes de programación necesarios para FreeFem++. Tras esto, se estudiaron los 
tutoriales disponibles en la página web de FreeFem++ para aprender a plantear y programar 
problemas físicos o ingenieriles y entender problemas ya programados de mayor dificultad, 
así como las posibilidades ofrecidas por este software. Además, se realizó una investigación 
extra sobre FreeFem++ para encontrar información más concreta acerca de los temas objeto 
de este proyecto. 
Como segundo paso, se estudió acerca de Mayavi2, incluyendo un aprendizaje sobre 
Python y un acercamiento a las plataformas que abarca. Se investigó sobre sus posibilidades a 
través de los recursos ofrecidos por su página oficial, bastante escasos, y mediante una 
extensa búsqueda por internet, incluyendo utilización de foros especializados en programas de 
este ámbito. 
Una vez establecidos los conocimientos sobre ambas plataformas, se continuó creando 
programas en Python que permitieran la comunicación entre FreeFem++ y Mayavi2, 
transformando los datos de salida del primero en datos de entrada legibles por el segundo. 
Como se explicó en los objetivos, una vez detectadas las limitaciones de Mayavi2 en 
cuanto a los objetivos del proyecto, se optó por comenzar paralelamente un estudio sobre 
Gmsh, utilizado como programa de postprocesado, a la par que se continuó estudiando 
Mayavi2 por otras líneas diferentes a Python (VTK). 
Se investigó acerca de la importación de archivos en Gmsh y las posibilidades interactivas 
que ofrece, finalizando la parte de  investigación del proyecto, dando paso a la resolución de 
problemas concretos del MEF y, posteriormente, a la comparativa en cuanto a la visualización 
mediante los diferentes programas. 
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INTRODUCCIÓN 
 
Debido al desarrollo existente hoy día de los ordenadores como herramientas de trabajo, 
se han mejorado, a su vez, todos los aspectos de la vida moderna. Las opciones de cálculo 
ofrecidas por los ordenadores llegan a límites insospechados años atrás, consiguiendo miles 
de operaciones en tan solo unos segundos. Con estos se pueden desarrollar y comprobar 
teorías que antes no eran posibles mediante métodos manuales, o si lo eran, eran largas y 
tediosas, lo que en la mayoría de los casos las dejaba en un segundo plano. 
Un conocido método utilizado en la ingeniería que ha cobrado un gran valor gracias a la 
implantación de los ordenadores es el Método de los Elementos Finitos (MEF). Este método, 
basado en el cálculo mediante aproximaciones de los problemas, facilita resoluciones 
inviables de obtener mediante métodos analíticos. 
Debido a la potencia de este sistema, se han desarrollado multitud de aplicaciones 
informáticas para facilitar su cálculo, en aspectos como la calidad de los resultados, la 
facilidad de su aplicación o la mejora en cuanto al estudio de los resultados. Estos programas 
se utilizan en la actualidad para realizar estudios que de manera experimental serían 
arriesgados o demasiado caros. Desde comprobar la resistencia de un edificio, hasta calcular 
la conducción de la temperatura en un motor. El desarrollo de estos programas es caro y 
costoso, con un gran peso en I+D+i, lo que repercute en unos precios de salida altos para los 
usuarios. Sin embargo, en los últimos años se han desarrollado multitud de programas 
gratuitos de este tipo, programas libres en continuo desarrollo, que implementan la posibilidad 
de que el usuario varíe parámetros del mismo para su utilización. Estas nuevas aplicaciones, si 
bien no tienen en la mayoría de los casos la potencia de los grandes programas como Ansys, 
Nastran/Patran, etc., tienen mucho que ofrecer para campos de diversa índole, como el 
académico. 
Uno de estos programas de programación libre es  FreeFem++, desarrollado en la última 
década del siglo XX por matemáticos e ingenieros franceses. Es un software escrito en C++ 
que permite mallar, resolver y visualizar problemas de elementos finitos a través, 
enteramente, de código de programación. Durante este proyecto, se estudiará cómo funciona y 
se programarán casos conocidos de elementos finitos para la posterior visualización de sus 
resultados. 
Generalmente, este tipo de programas gratuitos suelen centrar el énfasis de su potencia en 
un campo concreto. FreeFem++ se centra en la resolución de problemas, siendo posibles 
opciones como el mallado o la visualización, pero no el término principal del mismo. Por ello, 
se complementará durante el proyecto con dos programas de visualización de elementos 
finitos, Mayavi2 y Gmsh, parte tan importante como el cálculo de los resultados, pues es 
necesaria una correcta visualización de los mismos para poder interpretarlos de manera 
correcta. 
El estudio de Mayavi2, escrito en Python y perteneciente a la suite Enthought de 
programas científicos, es el objetivo primero de este proyecto, como programa desconocido y 
con poca información existente del mismo. Será necesaria la adaptación de los datos de salida 
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de FreeFem++ para los formatos particulares de entrada de Mayavi2, posibles mediante 
archivos .vtk o mediante programación de script de Python. Como valor añadido a Mayavi2, 
ha de comentarse las ventajas del lenguaje Python, que en la actualidad se encuentra en un 
importante auge debido a las posibilidades que ofrece por la gran variedad de programas y 
librerías de código abierto para programadores y usuarios. Su interfaz de visualización 
presenta diversas opciones, como la posibilidad de asistir todas las operaciones a través de su 
código interno y poder ejecutarlas desde el mismo. 
En comparativa a Mayavi2, Gmsh es originalmente un generador de mallas que posee 
funciones como la creación de geometrías, la resolución de problemas mediante agentes 
externos, y la visualización y el postprocesado. Está escrito en C y es ampliamente conocido 
por su labor en cuanto a la generación de mallas para geometrías complejas y de diferentes 
tipos de elementos. Su módulo de visualización ofrece un amplio abanico de posibilidades, 
convirtiéndolo además de en un potente generador de mallas, en una opción a tener en cuenta 
para la visualización. 
La complementación de las opciones ofrecidas por estos programas de generación de 
mallas, resolución, visualización y postprocesado los convierten en una interesante alternativa 
gratuita a otros programas con las posibilidades inherentes a la personalización y variación 
del código que ofrecen los programas libres. 
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Capítulo 1:  
FREEFEM++ COMO HERRAMIENTA DE 
CÁLCULO DE ELEMENTOS FINITOS 
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1.1 ¿Qué es FreeFem++? 
FreeFem es un software gratuito escrito en C++ utilizado para la resolución de ecuaciones 
diferenciales, a través del Método de los Elementos Finitos, creado y mantenido por 
la Universidad Pierre y Marie Curie y el Laboratorio Jacques-Louis Lions. 
La primera versión se creó en 1987 por Olivier Pironneau, y fue denominada MacFem 
(sólo funcionaba en Macintosh); PCFem surgió tiempo después. Ambos fueron escritos 
en Pascal como lenguaje de programación. 
En 1992 fue reescrito en C++ y fue llamado FreeFem. Tras esta primera versión de 
FreeFem surgieron otras versiones posteriores: FreeFem+ (1996) y FreeFem++ (1998),  que 
utilizaron C++ también como lenguaje [1]. 
 
 
1.2 FreeFem++ como herramienta de cálculo 
Este software gratuito se trata de una potente herramienta desarrollada fundamentalmente 
para calcular la solución de problemas dados por ecuaciones o sistemas de ecuaciones 
diferenciales, ya sean lineales o no lineales con dos o tres dimensiones espaciales en 
problemas de elementos finitos. También es posible la resolución de problemas de evolución, 
o con dominios variables. 
FreeFem++ utiliza C++ con algunos dominios propios para permitir una rápida 
descripción del problema especificando la formulación débil correspondiente además de las 
condiciones de contorno establecidas en el problema. 
El software ofrece además algoritmos para la creación de mallas regulares o irregulares, 
ya sean bidimensionales o tridimensionales a partir de una descripción paramétrica de la 
frontera del dominio en el cuál se formula el problema. Pueden resolverse problemas de 
evolución, acoplados, no lineales o con dominios variables. 
 
 
1.3 Funcionamiento de FreeFem++ 
La sintaxis utilizada por FreeFem++ es intuitiva y concreta para la descripción de 
problemas en base a su resolución por el MEF: 
 Se describe la geometría del dominio de resolución del problema. 
 A continuación, se realiza un mallado del mismo. 
 Se describe el espacio de trabajo de las funciones. 
 Se introduce el valor de las constantes que intervienen. 
 A continuación, la formulación variacional se resuelve utilizando una de las varias 
llamadas a funciones posibles que ofrece FreeFem++ para la resolución de 
problemas por elementos finitos. Estas funciones (solve, problema o varf) están 
construidas en FreeFem++ como funciones simples mediante fórmulas aritméticas 
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que incluyen funciones elementales. La diferencia con las funciones elementales 
comunes (cos, log, etc.) es que se evalúan en el momento de la declaración, 
asociando los valores calculados con el grado de libertad del tipo de elemento 
finito. Por lo tanto las funciones de elementos finitos no se definen solo por su 
fórmula, sino también por la malla y el tipo de elemento definido en la llamada. 
 Finalmente, se almacena la solución calculada y la malla generada en el dominio 
de definición, así como se realiza una gráfica tanto de la solución, como de la 
malla para poder apreciar los elementos que definen la geometría 
 Además de la resolución de problemas, FreeFeem++ ofrece una interfaz de 
visualización para geometrías 1D, 2D y 3D. En esa interfaz representa la 
geometría, así como la solución (escalar mediante colores simples y vectorial 
mediante vectores con colores y dirección) con  una leyenda  de valores por medio 
de colores. 
 
1.4 Programación en FreeFem++ 
1.4.1 Características básicas 
Como se ha citado anteriormente, FreeFem++ trabaja con C++ como lenguaje de base, 
pero posee un lenguaje propio útil para una rápida comprensión de los códigos de resolución 
de ecuaciones. 
En esencia FreeFem++ es un compilador: su lenguaje está tipificado y cada variable debe 
ser declarada de manera explícita como variable de cierto tipo. Cada sentencia está separada 
de la siguiente con un punto y coma. El lenguaje permite la manipulación de tipos básicos: 
enteros (int), reales (real), cadenas (string), vectores (ejemplo real [int]) bidimensionales, 
mallas de elementos finitos (mesh), espacios de elementos finitos (fespace), funciones 
analíticas (func), operadores lineales y bilineales, etc. 
Las variables x, y, z, label, region, P, N, nuTriangle… son palabras reservadas para 
vincular el lenguaje a las herramientas de elementos finitos: 
 X es la coordenada x del punto (valor  real). 
 Y es la coordenada y del punto (valor real). 
 Z es la coordenada z del punto (valor real). 
 Label contiene el número de etiqueta (valor tipo int) del contorno sobre el que se 
encuentra el punto (0 si el punto no se encuentra en el contorno). 
 Region devuelve el número del elemento en el que se encuentra situado el punto  
(valor tipo int). 
 P da el valor en coordenadas de las componentes P.x y P.y del punto (2D) y P.z 
(3D). 
 N devuelve el valor del vector normal exterior del punto actual (misma tipología 
que la orden P, N.x, N.y, N.z para las componentes correspondientes). 
 Otros términos reservados: lenEdge, NuEdge (tamaño e índice del lado), 
hTriangle, nuTriangle (tamaño e índice del triángulo), area (devuelve el área del 
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triángulo en valor real), volumen (devuelve el volumen del tetraedro en valor real), 
etc [2]. 
La aritmética así como el trabajo con vectores y bucles en FreeFem++ son estándar para 
compiladores del mismo lenguaje. Para enteros, “+, -, *” son la suma aritmética usual, la resta 
y la multiplicación. Los operadores “/” y “%” producen el cociente y el resto de la división de 
la primera expresión entre la segunda. El máximo o el mínimo de dos números enteros a, b se 
obtiene por max (a, b) o min (a, b). La potencia de a
b
 de dos enteros a y b se calcula 
escribiendo a^b. 
Por la relación entre enteros y reales, los operadores “+, -, *, /, %” y “max, min, ^” se 
extienden a números reales o a variables. Sin embargo, % calcula el resto de la parte enteras 
de los dos números reales. Así mismo, son aplicables los operadores “+, -, *, /, ^” para 
variables complejas, pero “%, max, min” no pueden utilizarse. Las partes real e imaginaria de 
un complejo pueden obtenerse de las funciones “real” e “imag”. 
Las funciones exponencial (exp(x)), logarítmica (log(x)), trigonométricas (sin(x), 
tanh(x)…), etc. están también incluidas en FreeFem++, así como las funciones aleatorias 
(randint32(), ranreal1()…). Además FreeFem++ contiene librerías de funciones matemáticas 
como las funciones de Bessel de primero y segundo tipo o función error. 
 
1.4.2 Generación de mallas 
Es fundamental para el cálculo por el MEF, realizar un mallado que permita conseguir un 
buen resultado. Para esto, FreeFem++ ofrece un aceptable, aunque complejo, sistema de 
generación de mallas.  
Para crear una malla en un dominio del plano, primero se usa una descripción paramétrica 
del contorno de la superficie generando cada borde del mismo con la función border. Es 
posible asignarle una etiqueta con la orden label a cada parte descrita paramétricamente para 
poder asociar estos bordes a las condiciones de contorno. Es importante tener en cuenta que el 
dominio mallado por FreeFem++ al utilizar la orden border será el dominio que queda a la 
izquierda del recorrido parametrizado. 
En caso de existir agujeros o cavidades que no se deseen mallar en el interior de una 
geometría, habrá que tener en cuenta que la región mallada será la que queda a la izquierda, y 
por lo tanto la descripción paramétrica habrá de ser en sentido contrario. Finalmente, se 
genera la malla con las funciones propias de FreeFem++ mesh y buildmesh. Mediante estas 
órdenes, se establece un número de particiones del mallado en cada una de las fronteras.  
A continuación se muestra el código necesario para describir y mallar un rectángulo de 
dimensiones 2x1: 
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Con la función final plot obtenemos la malla th guardada en el documento, que según los 
comandos escritos en la función buildmesh mallará los bordes a y c (superior e inferior) con 
10 elementos, y los bordes b y d (laterales) con 5 elementos. 
 
 
 
 
 
Figura 1.1. Rectángulo mallado 
 
Para describir y mallar superficies con agujeros estos pueden tratarse como bordes y ser 
mallados de manera independiente para, por ejemplo, refinar más el mallado en una zona 
concreta de estudio, o pueden dejarse sin mallar dependiendo de la orientación escogida: 
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Figura 1.2. Bordes definidos de un círculo con agujero. 
 
 
Figura 1.3.a. Agujero mallado                 Figura 1.3.b. Agujero sin mallar 
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El borde interior ha sido definido paramétricamente en sentido antihorario (figura 1.2), 
por lo que al mallarlo directamente en las 30 partes descritas en la primera malla, está siendo 
mallado el interior del mismo. Sin embargo, en la segunda malla al añadir el signo negativo, 
se está cambiando la orientación de la parametrización, por lo que mallará el borde exterior en 
30 partes, dejando el interior del círculo sin mallar. Podemos ver estos dos casos en las figuras 
1.3.a y 1.3.b.  
El trazado de la malla para la resolución de un problema concreto es en ocasiones difícil 
debido a la necesidad de más refinamiento en algunas zonas y menos en otras por acciones 
locales como, por ejemplo, la flexión en membranas. Para lograr esto de manera rápida 
FreeFem++ utiliza la función adaptmesh. Esta adaptación del mallado se realiza tomando 
parámetros de una función dada, que puede ser incluso la solución obtenida de un problema 
previo. Un ejemplo de función que cambia rápidamente y es difícil de captar por una malla 
regular es:  
 
 Con el siguiente código, mallamos un cuadrado (la función square toma directamente 
un cuadrado unidad como geometría a mallar) primero de manera regular y, después, con dos 
iteraciones de la orden adaptmesh  en función de f (x ,y ). 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 1.4. Función f(x, y) 
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Figura 1.5. Malla regular en cuadrado unidad con la función f (x, y). 
 
 
Figura 1.6. Primera iteración con adaptmesh    Figura 1.7. Segunda iteración con adaptmesh 
 
 Como se observa en las figuras, con tan solo dos iteraciones la malla se ha adaptado 
prácticamente a la geometría de la función con el fin de aproximar mejor sus variaciones. 
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Para realizar mallados en 3D, FreeFem++ ofrece dos posibilidades: buildlayers y tetgen. 
Ambas alternativas realizan mallados tetraédricos como única alternativa existente en 
FreeFem++, así como triangulares en casos bidimensionales [3]. La primera de estas 
alternativas se basa en la creación de la malla 3D a partir de la malla de un dominio 2D: 
 
Donde zmin y zmax son funciones definidas sobre el dominio 2D que determinan la capa 
superior e inferior del dominio 3D. El siguiente código crea el dominio 2D de un triángulo de 
bordes a, b y c. Con las funciones zmin y zmax, y con ncapas como el número de capas que 
poseerá la tercera dimensión de la figura, empleamos la función buildlayers: 
 
 
Figura 1.8. Malla tridimensional 
 
Otro método de generar mallas 3D, es mediante la función tetgen. Para emplearla, es 
necesario construir previamente las superficies laterales del volumen 3D a partir de tetraedros 
y triangularlas de manera conforme, para finalmente crear el volumen y la partición. Este 
método posibilita la creación de dominios más complejos que el anterior, sin embargo, es más 
complejo y largo en cuanto a su programación. Por ello, es relativamente frecuente importar 
las mallas tridimensionales complejas desde programas generadores de mallas. 
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1.4.3 Resolución de problemas variacionales 
Para la descripción de los problemas en FreeFem++ se utiliza su forma variacional 
(problema débil). Por ello, hay que especificar la forma bilineal , la forma lineal 
y las condiciones de contorno esenciales.  
Para la resolución de las ecuaciones tenemos: 
 solve ejemplo ( )…; define y resuelve el problema variacional construyendo el 
sistema lineal y asociándole una manera de invertir las matrices.  
 problem ejemplo ( )…; define el problema débil construyendo el sistema lineal y 
asociándole una manera de invertir las matrices. Este se soluciona posteriormente 
tras usar la orden ejemplo. 
 varf construye las partes del problema y permite extraer la matriz y el término 
independiente del problema. 
Como resolutores lineales FreeFem++ utiliza CG, UMFPACK y GMRES. Por defecto, 
utiliza siempre UMFPACK, método directo que permite manejar matrices mediante 
factorización; para problemas grandes es mejor GMRES, método iterativo. CG es un método 
directo por gradiente conjugado. El método de resolución puede fijarse con la orden solver= y 
el resolutor. 
Para la ecuación  de la conducción del calor con condiciones de tipo Dirichlet y Neumann, 
puede expresarse para su cálculo en FreeFem++ como: 
 
Dónde uh es la función incógnita y vh la función de test empleada en el subespacio Vh 
para el cálculo de la temperatura en la malla th. Las derivadas se especifican como dx, si es 
derivada respecto de x, dy si es respecto de y, y dz si es respecto de z. 
 
1.4.4 Resultados e interfaz gráfica de FreeFem++ 
Tras el solucionado de las ecuaciones, FreeFem++ devuelve los resultados de dos 
maneras: mediante gráficas con la orden plot y mediante documentos de texto con los valores 
de la función en cada nodo con la orden savesol. 
Así cómo es posible almacenar los resultados de la función en los puntos, también lo es 
almacenar las características de la malla con la orden savemesh. Con esta orden, la malla 
queda recogida en un documento de texto en el que guarda diferentes tipos de datos: 
 Primero especifica la dimensión del dominio, así como el número de vértices de la 
malla. 
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 Tras esto, comienzan unas columnas de datos con tres (para 2D) o cuatro (para  
3D) valores por fila. Estos son primero las dos/tres coordenadas del punto y, 
después, la etiqueta de la frontera a la que pertenece, siendo 0 sino pertenece al 
contorno. 
 Después de las coordenadas, el documento continúa con la numeración de los 
vértices de cada uno de los triángulos o tetraedros (2D/3D) que forman cada 
elemento de la malla y el número de estos que hay, es decir, algo similar a la 
matriz de conectividad con la sintaxis de los archivos MSH versión 1. 
 Finalmente, el documento acaba con la numeración de los segmentos o triángulos 
(2D/3D) que componen la frontera del dominio, además del nombre (etiqueta) del 
contorno al que pertenece cada uno. 
La interfaz gráfica ofrecida por FreeFem++ mediante la orden plot, muestra dominios 
tanto 2D como 3D, en los que es posible representar mallas, resultados o incluso resultados en 
función del tiempo mediante gráficas consecutivas. 
Una vez situado en la ventana gráfica, es posible variar la visualización de los resultados, 
poner o quitar la malla, girar la geometría, disminuir la diferencia entre valores de la leyenda 
para una mayor precisión, etc. Los comandos necesarios para la realización de estos cambios 
están disponibles pulsando “?” dentro de la interfaz gráfica. 
Cuando la gráfica representa valores escalares, utiliza curvas de nivel con valores 
asignados por colores en la leyenda. Cuando representa vectores, estos vienen definidos por 
flechas que determinan su dirección y colores en la leyenda que determinan su módulo. Las 
longitudes de las flechas pueden incrementarse o acortarse para mejorar la visualización. 
 
Figura 1.9. Velocidad (flechas) y presión (curvas de nivel) de un fluido 
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Figura 1.10. Valores de curvas de presión constante con mayor precisión. 
 
Figura 1.11. Aumento de la longitud de las flechas que representan la velocidad para su 
mejor visualización. 
Otra opción para la exportación de archivos desde FreeFem++ es cargando la librería 
VTK. Con los comandos del código siguiente es posible exportar al formato mencionado, 
utilizado en múltiples herramientas de programación [4]. 
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Capítulo 2:  
HERRAMIENTAS DE VISUALIZACIÓN: 
MAYAVI2 Y GMSH 
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2.1 Mayavi 
 2.1.1 ¿Qué es Mayavi2? 
Mayavi2 es una herramienta gratuita multiplataforma para la visualización de datos 
científicos 3D creada en 2001 como Mayavi por Prabhu Ramachandranm y, posteriormente, 
actualizado a Mayavi2  [5]. 
Sus características incluyen: visualización de datos escalares, vectoriales y tensoriales en 
2 y 3 dimensiones; fácil de trabajar utilizando Python; lectura de diversos formatos de archivo 
(VTK, PLOT3D, etc.); funcionalidad para el trabajo científico rápido vía mlab y guardado y 
renderizado de imágenes en gran variedad de formatos de imagen. 
Mayavi2 es una componente de la suite Enthought de programas científicos de Python. 
Además, se diferencia del Mayavi original por su enfoque no solo en hacer un programa 
interactivo, sino también otorgarle una componente para el trazado en Python, así como 
exponer una interfaz y API ligeramente diferentes al primer Mayavi, con nuevas y mejoradas 
funciones. 
 
2.1.2 Entrada de datos en Mayavi2 
Mayavi2 utiliza la arquitectura de  librerías como VTK. Los datos de archivos del formato 
.vtk se cargan en Mayavi2 y se almacenan en un origen de datos. Estos datos se procesan 
opcionalmente utilizando filtros que funcionan con los datos y los visualizan mediante 
diferentes módulos de visualización. 
También es posible importar datos a Mayavi2 mediando scripts de Python que contengan 
los datos a representar y la función que los represente. Durante este proyecto, se profundizará 
en este formato de entrada para establecer Mayavi2 como opción no solo para entradas de 
datos del formato .vtk sino para cualquier tipo de datos que se requiera ser visualizado. 
Para la representación de diferentes tipos de datos, Mayavi2 utiliza librerías matemáticas 
(como numpy) que trabajan y adaptan los vectores de datos. También utiliza librerías propias 
que contienen las funciones que permiten representar de una u otra forma los datos de entrada. 
Estas funciones se clasifican según sus dimensiones en datos 0/1D, datos 2D y datos 3D. Las 
más relevantes en cuanto a posibilidades serán descritas a continuación. 
Para datos 0/1D: 
 Para la representación de un conjunto de puntos discretos se utiliza la función 
points3d. Esta representa puntos por separado ante la entrada de sus tres coordenadas 
espaciales mediante tres vectores unidimensionales y una coordenada escalar que 
otorga un valor numérico a cada punto. 
 La función plot3d representa curvas mediante la entrada de vectores unidimensionales 
con coordenadas espaciales y la posibilidad de una cuarta entrada con el valor escalar. 
Para la representación de datos 2D, Mayavi2 toma como entrada vectores numpy en dos 
dimensiones, una malla en forma de matriz bidimensional salida de funciones utilizadas en 
otras plataformas conocidas como Matlab (mgrid, ogrid, etc.) [6]. Mayavi2 plantea diferentes 
posibilidades: 
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 La función imshow tiene como entrada vectores bidimensionales tipo numpy para 
las coordenadas y para el valor de las mismas, proporcionando la representación 
de los datos en una imagen plana. 
 Otra forma de representar el tipo de datos anterior es mediante la función surf. 
Para la entrada de datos de coordenadas bidimensionales y un valor de las 
mismas, proporciona una representación en la que muestra el valor de los puntos 
como elevación en el eje z. 
 Como alternativa a la función surf, la función contour_surf, ofrece ante los 
mismos datos, una representación de los datos con solo el contorno de las formas 
del mismo, elevando la gráfica de forma acorde con el valor de los puntos. 
 La función mesh representa superficies tridimensionales mediante la entrada de 
vectores bidimensionales para las tres coordenadas espaciales, y una cuarta 
entrada para el valor de los puntos que será visualizado mediante colores. Con 
esta función pueden ser creadas superficies complejas. 
 Otra alternativa ofrecida por Mayavi2 es la función triangular_mesh que toma 
como entrada las tres coordenadas espaciales en vectores unidimensionales, y la 
matriz de conectividad con la numeración de una malla triangular para 
representarla mediante triángulos. 
Finalmente, para la representación de datos 3D, Mayavi2 toma como entradas vectores 
numpy en tres dimensiones para representar curvas de nivel de datos volumétricos 
 Para la representación de volúmenes, Mayavi2 utiliza contour3d o 
pipeline.volume que toman como datos de entrada vectores en tres dimensiones 
para las coordenadas espaciales y para el valor de las mismas. 
 La función quiver3d representa flechas para visualizar valores vectoriales en 
geometrías bidimensionales o tridimensionales. La entrada está compuesta por los 
tres vectores unidimensionales de posiciones espaciales, y otros tres vectores con 
las componentes del valor vectorial en cada punto. 
 Para representar trayectorias de partículas siguiendo el flujo de un campo vectorial, 
Mayavi2 posee la función flow. Esta admite como entrada los vectores de posición 
de las partículas, además de una función que describa el movimiento, o bien 
mediante tres vectores de dirección. 
 
Las entradas y salidas descritas en estas funciones poseen más atributos particulares como 
la adicción de planos de corte, cuadrículas externas a la geometría, aumento de dimensiones 
mediante coeficientes, etc. Mayavi2 también puede representar otras funciones para visualizar 
diferentes tipos de datos, importadas de diferentes librerías y datos procedentes de VTK entre 
otras. 
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Figura 2.1. Ejemplo funciones points3d (izquierda) y plot3d (derecha) 
 
 
 
Figura 2.2. Ejemplo funciones imshow (izquierda), surf (centro) y controur_surf (derecha) 
 
 
Figura 2.3. Ejemplo funciones triangular_mesh (izquierda) y mesh (derecha) 
 
 
 
Herramientas de resolución y visualización 
 
Enrique López García  29 
  
 
Figura 2.4. Ejemplo funciones contour3d (izquierda) y pipeline.volume (derecha) 
 
 
Figura 2.4. Ejemplo funciones quiver3d (izquierda) y flow (derecha) 
 
Para la utilización de las funciones descritas anteriormente con los datos de salida 
obtenidos en FreeFem++ es necesario transformarlos. Esto es debido a  que el formato de 
texto de malla (.msh) y de solución (.sol) exportados de FreeFem++ no son entradas válidas 
para Mayavi2. Por tanto, es necesaria la introducción y transformación de estos datos 
mediante scripts de Python que los  adecuen a los formatos descritos en cada una de las 
funciones, ya sean vectores numpy unidimensionales, bidimensionales o tridimensionales 
(algunos de los mismos pueden encontrarse en el apéndice 1). 
Ha de mencionarse que para formatos 2D y 3D en las funciones de Mayavi2, las 
coordenadas de los puntos en forma de malla han de estar equiespaciados de la misma manera 
que se obtienen mediante las ordenes de creación de mallas coordenadas mgrid u ogrid. Esta 
necesidad, es el motivo por el cual Mayavi2  puede presentar dificultades en la entrada de 
datos con formas complejas e irregulares cuando se introducen datos importados mediante 
programas con funciones en Python [7], que no siempre pueden adaptarse a los 
requerimientos de entrada del software. 
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Si los datos a importar a Mayavi2 se encuentran en formatos del tipo .vtk, la entrada de 
los mismos es sencilla [8]. La lectura es directa abriendo el archivo de este formato desde la 
interfaz de Mayavi2 (File > Load Data > Open File) y eligiendo un módulo de representación 
(Visualize > Modules) dependiendo del tipo de figura que representes los datos, superficies, 
volúmenes, puntos, etc. 
2.1.3 Interfaz gráfica y manejo de Mayavi2 
Mayavi2 ofrece un entorno gráfico con diversas posibilidades para realizar mediante 
ordenes sencillas y visuales sin la necesidad de programación. Una vez introducidos los datos 
en Mayavi2 o representados mediante la función pertinente, podemos trabajar el postproceso 
sobre la visualización.  
Figura 2.5. Interfaz gráfica de Mayavi2 
Cada figura representada en Mayavi2 aparece en el árbol situado a la izquierda con el 
nombre por defecto del tipo de representación, además de una pestaña sobre datos de cada 
representación como el color y la leyenda. Seleccionando “Colors and legends” accedemos  a 
un menú en el que es posible personalizar y variar diferentes parámetros. Entre otros, la 
adicción en pantalla de una barra de leyenda para los valores de la geometría con la 
posibilidad de elegir el número de valores en dicha leyenda. También puede cambiarse la 
escala de colores en la que se representan los valores. Si se selecciona el nombre de la 
geometría, es posible variar parametros como el ancho de lineas, la opacidad y variar la 
representación desde superficie, puntos discretos o entramado de lineas. 
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Como elemento importante en cuanto a postprocesado, haciendo click derecho en la 
geometría podemos esconder o mostrarla, además de añadir diferentes módulos o filtros para 
mejorar la visualización. Entre estos módulos destacan el corte por planos para la 
visualización de partes del conjunto, el establecimiento de ejes, la representación de la malla 
en las geometrías o algunas operaciones matemáticas sobre la geometría. Estos módulos 
quedan reflejados en el árbol, detrás de la geometría a la que pertenecen, pudiendo mostrar u 
ocultar unos u otros para mostrar las diferentes partes [9]. 
El manejo de elementos como el corte por planos es muy dinámico, mostrando los bordes 
del plano de corte y una flecha en el centro de este para trasladar o girar la posición del plano. 
Ocultando la figura, se puede observar el resultado de esta tras el corte por el plano. 
Figura 2.6. Representación de curva ejemplo con otras tonalidades, legenda y corte por 
plano 
Mayavi2 incluye también un módulo gráfico de animación de los resultados. Este puede 
utilizarse para visualizar la solución a problemas dinámicos. También puede establecerse una 
animación que represente movimientos o giros de la figura para la mejor visualización 
completa del conjunto o para comprobar la situación en diferentes posiciones o ángulos de 
manera continua. 
Todas las representaciones realizadas por Mayavi2 pueden ser almacenadas en multitud de 
formatos de archivo de imagen, no solo las figuras sino también los planos de corte, las 
posiciones concretas visualizadas por pantalla, etc. También las animaciones pueden ser 
guardadas en formato de video. 
La interfaz sencilla y clara de Mayavi2 ofrece diferentes posibilidades de postprocesado y 
análisis de resultado con relativa facilidad de aprendizaje y manejo. Sin embargo, tras el 
estudio de las posibilidades que nos ofrece Mayavi2 se ponen de manifiesto sus limitaciones 
en cuanto a la representación de objetos volumétricos mediante la lectura de scripts de 
Python, así como las dificultades de la ejecución del postprocesado para este tipo de datos, 
motivo por el cual, aunque no estaba en la línea inicial del proyecto, se trabajará sobre un 
segundo software con módulo de visualización y postproceso, Gmsh, comparando los 
resultados en ambos visualizadores. 
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2.2 Gmsh 
 2.2.1 ¿Qué es Gmsh? 
Gmsh es un generador automático de mallas 3D de elementos finitos con módulos de 
solución y postprocesado. Fue desarrollado por Christophe Geuzaine y Jean-François 
Remacle como software académico, pero sus mejoras lo han convertido en una herramienta 
útil fuera de estos entornos. Gmsh es software libre, escrito en C++ y multiplataforma [10]. 
Este software se divide en cuatro módulos: 
 Geométrico: en este módulo es posible dibujar elementos como puntos, líneas, 
superficies o volúmenes para conformar las figuras deseadas. Es posible importar o 
exportar estas geometrías mediante documentos .geo. 
 Mallador: es la función principal para la que fue desarrollado. Para este módulo, Gmsh 
posee algoritmos de mallado 1D, 2D y 3D. Posee parámetros regulables por el usuario 
como intervalos del tamaño de elementos, número mínimo de puntos para el mallado 
etc. Tiene como posibilidades para generar triángulos y cuadriláteros en 2D y 
tetraedros, hexaedros, prismas y pirámides en 3D. 
 Solver: módulo de resolución que implica la llamada a sistemas externos con los que 
interactúa para la resolución del problema de elementos finitos. 
 Postprocesado: en este módulo, es donde se profundizará en este proyecto. Incluye gran 
número de alternativas en cuanto a su visualización, operaciones diferenciales, 
vectoriales y funcionalidades para la exportación de datos. 
 
2.2.2 Entrada de datos en Gmsh 
Como se comentó con anterioridad, Gmsh fue desarrollado como un generador de mallas, 
el cual permite exportar las mallas generadas a otros programas que utilizan dicha malla para 
el cálculo por elementos finitos, FreeFem++ entre ellos. Sin embargo, durante este capítulo de 
Gmsh trataremos la entrada de datos al software, tanto de mallas, como de soluciones 
previamente calculadas, para utilizar uno de sus módulos, el postprocesado ligado a la 
visualización. 
Los archivos de mallas se denotan con las terminaciones .msh o .mesh, entre otros 
formatos, archivos de texto con un formato de datos variable según las diferentes versiones. 
Actualmente, se utilizan dos formatos posibles de datos de malla y solución de la misma: 
formato de archivo MSH ASCII y formato de archivo MSH binary [11]. 
El formato de archivo MSH ASCII, contiene primero información sobre el formato del 
mismo y versión, seguido de información sobre las coordenadas y numeración de los nodos. 
Después, recoge información sobre los elementos con la matriz de conectividad que incluye 
dígitos para establecer el tipo de elemento (triángulo, tetraedro, etc.) y finalmente, valores 
numéricos del valor en los nodos o en los elementos. El formato de archivo MSH binary, es 
similar al ASCII pero contiene pseudocódigos en C para escribir información sobre nodos y 
elementos. 
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Existen otros formatos antiguos de las primeras versiones de Gmsh, que el software sigue 
soportando, pero que no son recomendados para su utilización en aplicaciones nuevas. Uno de 
estos formatos es la version de archivo MSH 1.0, formato que coincide con el de salida de 
FreeFem++. La lectura de la malla generada en FreeFem++ en este tipo de formato se realiza 
sin problemas por Gmsh, aunque presenta el inconveniente de que, a diferencia de formatos 
más modernos, este formato de archivo no puede incluir la solución en nodos o elementos. 
Una posibilidad para la transformación del formato de la malla, es mediante la lectura de 
la misma en Gmsh y su posterior exportación eligiendo el archivo en formato actual, para así 
añadir la solución al archivo. Sin embargo, esto presenta problemas en cuanto a la lectura de 
los valores, pues en la exportación Gmsh reordena la malla siguiendo unos criterios propios 
diferentes al de exportación de FreeFem++, no leyendo correctamente los valores de cada 
nodo o elemento. 
Como consecuencia de lo anterior, para poder importar en Gmsh la malla y solución 
obtenido en FreeFem++, se ha optado por transformar los ficheros de salida de FreeFem++ 
(.mesh la malla y .sol la solucion) mediante un script que guarde un tercer fichero .msh con el 
formato  MSH ASCII el cual es correctamente leido por Gmsh.  
 
Figura 2.7. Ejemplo formato salida FreeFem++. Solución a la izquierda, malla a la         
derecha 
 
 
 
 
 
Figura 2.8. Ejemplo Formato MSH ASCII entrada de Gmsh 
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2.2.3 Geometría y mallado en Gmsh 
El software de Gmsh permite diseñar geometrías mediante la definición de puntos en el 
espacio que pueden constituir diferentes figuras geométricas como líneas o círculos. La 
geometría del dominio a mallar puede ser importada en Gmsh mediante documentos tipo .geo. 
También pueden crearse figuras a través de lenguaje propio en ASCII. 
El mallado en Gmsh agrupa diferentes algoritmos de mallado en los casos unidimensional, 
bidimensional y tridimensional, realizando mallados pensados para el trabajo con el MEF. Es 
posible variar parámetros de la generación de mallas como el tamaño mínimo de elemento, 
modificar el algoritmo, etc. 
 Gmsh genera mallas no estructuradas y, a partir de estas, puede generar mallas 
estructuradas. Los algoritmos de mallas no estructurados generan triángulos y cuadriláteros en 
2D y triángulos en las estructuradas. Para 3D genera tetraedros para no estructuradas y 
tetraedros, hexaedros, prismas y pirámides en función de la geometría en los estructurados. 
Las mallas generadas en Gmsh pueden ser exportadas en archivos .msh o .mesh a otros 
programas de cálculo por elementos finitos como, por ejemplo, FreeFem++. También puede 
importar geometrías de programas tipo CAD para realizar el mallado. 
 
Figura 2.9. Geometría y mallado en la interfaz de Gmsh 
 
 2.2.4 Visualización y postprocesado en Gmsh 
Aunque profesional y académicamente el módulo de mallado de Gmsh pueda ser de 
mayor importancia que los restantes, la interfaz de postprocesado también ofrece muchos 
recursos interesantes para considerarlo una opción entre las aplicaciones de visualización. 
Una vez cargados los datos de la figura las herramientas de postprocesado se encuentran 
en el módulo “Tools”, donde se desarrolla un desplegable con las diferentes opciones para 
manipular la figura. 
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El primer apartado es el de “Options”, donde pueden ajustarse parámetros del renderizado 
de la visualización, como las tonalidades de colores o la eliminación de las sombras que 
mejoran la percepción de profundidad. También es posible seleccionar qué módulos de la 
figura quieren ser visualizados y como llevar a cabo dicha visualización (ocultar/mostrar 
malla con o sin fronteras, ocultar/mostrar solución en la malla, etc.). 
El segundo apartado es “Plugins”, donde se encuentran todas las opciones de 
manipulación en cuanto al postprocesado de la figura. Existen opciones de visualización 
desde el corte por planos, hasta el cálculo matemático de valores como la divergencia, el 
gradiente o el jacobiano. Todas operaciones de postprocesado de Gmsh tienen un apartado de 
ayuda con la explicación de cada casilla de valores. Una vez realizadas, se muestran por 
pantalla y además se puede exportar el valor de acciones como, por ejemplo, el cálculo de 
operaciones matemáticas o los valores de un corte. 
Figura 2.10. Opciones de postprocesado de Gmsh 
 
Tras este tenemos las opciones de “Visibility”, para variar aspectos de la interfaz o de la 
visualización de la figura como mostrar la numeración de los elementos, etc. Con “Clipping” 
se puede cortar la figura por medio de planos o cajas para que la vista de la geometría de 
trabajo pase a ser la creada por el corte, sin crear vistas del corte adicionales (a diferencia de 
las herramienta “CutBox” o “CutPlane” que generan otra vista con el nuevo corte dejando la 
anterior sin variación). 
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Finalmente las opciones “Manipulator” y “Statistics” posibilitan el giro, traslación o 
manipulación de la escala de cada dimensión e información sobre los datos de la malla, la 
geometría o las vistas (número de elementos, tipo, nodos, etc.). 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 2.11. Visualización en Gmsh de geometría con valor escalar asociado 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 2.12. Visualización en Gmsh de corte con plano 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 2.13. Visualización vectorial por flechas del gradiente calculado por Gmsh
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Capítulo 3:  
RESOLUCIÓN DE CASOS EN 2 
DIMENSIONES 
 
 
 
 
 
 
 
Casos 2D 
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3.1 Problemas de ecuaciones diferenciales en 2D 
A continuación, se procederá al tratamiento de diversos casos de problemas 2D. Primero, 
se tratará el problema teórico, se transformará en su forma variacional, o forma débil y será 
resuelto con FreeFem++. Finalmente, se analizarán los resultados comentando las distintas 
posibilidades de visualización en FreeFem++ y Mayavi2. 
Para la transcripción de los datos a Mayavi2 desde FreeFem++, se utilizarán las órdenes 
savemesh y savesol de la librería medit para guardar en archivos de texto los datos de la malla 
y los resultados del problema en cada nodo.  
 
3.2 Viga sometida a flexión 
 3.2.1 Resolución del problema en FreeFem++ 
Se tratará, a continuación, el caso de una viga bidimensional empotrada sometida a 
flexión por fuerzas distribuidas, regida por las ecuaciones de la elasticidad. El problema 
elástico lineal planteado en su forma diferencial es: 
Sea  abierto conexo Entonces donde u son los 
desplazamientos y  las tensiones se tiene: 
 
Para expresar el problema en su forma integral o formulación débil se le añade la función 
de test y se aplica la relación constitutiva para un sólido elástico lineal homogéneo e isótropo 
mediante los coeficientes de Lamé:  
 
donde definimos, siendo la relación desplazamiento deformación: 
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Así, para el caso general el problema débil es: sean los espacios 
encontrar  tal que para toda se cumple: 
 
Expresión conocida como el principio de los trabajos virtuales. Aplicando las constantes 
antes mencionadas se llega a: 
 
Particularizando para un caso bidimensional de deformación plana, en el que la tercera 
componente del desplazamiento es nula, las deformaciones cumplen que: 
 
 
Considerando los espacios  
 
el problema débil será: encontrar  tal que para toda se cumple 
 
 
Una vez formulado el problema, se realiza una transcripción de este al lenguaje de 
FreeFem++ para solucionarlo a través del MEF con las condiciones y datos aportados [3]. 
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El código para la barra bidimensional sería el siguiente: 
 
 
Primero, se declaran las constantes y los datos conocidos del problema, coeficientes, 
fuerzas, etc. Al tratarse de una geometría sencilla, es posible crear el dominio y realizar el 
mallado con un solo comando, la orden square para geometrías cuadradas o rectangulares, 
añadiendo las dimensiones y el tipo de malla. Se formulan las operaciones necesarias en los 
macros, como la deformación epsilon o la divergencia y se soluciona el problema con la orden 
solve, identificándose las integrales que formaban el problema débil descrito anteriormente. 
Una vez solucionado el problema, se representan los datos con las ordenes plot para 
obtener los desplazamientos en forma vectorial, seguido de los desplazamientos en cada uno 
de los dos ejes coordenados. Finalmente, se representa la deformada de la viga, aumentada 
para su mejor visualización con un coeficiente establecido, así como se obtienen por pantalla 
los resultados del máximo desplazamiento y el desplazamiento al final de la viga. 
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Los resultados obtenidos con FreeFem++ pueden observarse a continuación: 
Figura 3.1. Desplazamientos viga a flexión en FreeFem++ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.1. Desplazamientos en la dirección del eje en FreeFem++ 
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Figura 3.3. Desplazamiento normal a la viga en FreeFem++ 
 
Figura 3.4. Viga deformada y mallado utilizado visualizado en FreeFem++ 
 
 
Figura 3.5. Impresión por consola de los resultados pedidos 
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3.2.2 Visualización en Mayavi2 
Una vez se ha resuelto el problema con FreeFem++ y se ha visualizado la solución 
mediante las opciones gráficas que proporciona el mismo, se acude a Mayavi2 utilizando los 
resultados obtenidos para una visualización más interactiva.  
Los resultados obtenidos en la viga bidimensional a flexión tendrán dos componentes: el 
desplazamiento axial y el normal. Por lo tanto, se dibujarán los resultados mediante la función 
quiver3d que representará los resultados como flechas con la dirección y sentido de los 
mismos. 
 
Figura 3.6. Desplazamientos representados en Mayavi2 
 
 
Figura 3.7. Visualización de la deformada en Mayavi2 
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Las diferencias en cuanto a la visualización no son significativas para este caso vectorial 
en 2D. Sin embargo, con la interfaz de Mayavi2 existen posibilidades interactivas ausentes en  
FreeFem, como operadores matemáticos o localizar el valor en un punto. Además,  Mayavi2, 
basado en Python, es mucho más flexible a la hora de trabajar con otras plataformas. 
 
3.3 Conducción del calor en una superficie plana 
 3.3.1 Resolución del problema en FreeFem++ 
Para el caso de la viga 2D se visualizaron los resultados vectoriales del desplazamiento en 
la misma. Para este segundo caso, se calcularán y visualizarán los resultados de la conducción 
del calor en una placa delgada de espesor despreciable, que se considerará, por tanto, de dos 
dimensiones, siendo la incógnita de cálculo el escalar temperatura a lo largo de la misma. 
Dada una superficie acotada , la ecuación del calor en el tiempo se rige por la 
ecuación diferencial y la ley de Fourier [12]. 
 
 
Para el caso estacionario, se anulan las componentes diferenciales y la dependencia del 
tiempo, además de las condiciones de contorno necesarias para establecer el problema, las 
cuales especifican una temperatura establecida para el primer contorno y un flujo de calor 
normal entrante por la segunda frontera: 
 
Así, el problema en su forma integral, donde  es la conductividad térmica, u la 
incógnita temperatura, f la fuente de calor por unidad de volumen y h el flujo de calor, 
resultará una vez formulado y añadida la función de test  de la siguiente manera: sean los 
espacios 
 
 encontrar  tal que para toda  se cumple: 
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Tras establecer el problema en esta forma, se procede a programarlo en FreeFem++. Para 
este caso, se realizará en la geometría de un círculo, que será previamente descrita y mallada 
antes de solucionar el problema con los datos y las condiciones de contorno establecidas. 
El código para resolver la ecuación, dibujar la gráfica y guardar los resultados de la malla 
y solución de la temperatura en los nodos de la malla para su posterior análisis o exportación 
a otros programas es: 
Se sigue la misma dinámica que en el problema anterior: border para realizar la 
descripción de la geometría y mesh para mallarla. Se describirán dos contornos (gamma1 y 
gamma2) para asignarle a cada uno de ellos sus respectivos valores de frontera y el número 
de divisiones de la malla. Tras la asignación de valores y la resolución de la integral mediante 
la orden solve, se dibujarán dos gráficas, una con curvas de nivel, y otra con los resultados de 
manera continua en  la superficie. 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.8. Curvas de nivel de temperatura en placa delgada en FreeFem++ 
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Figura 3.9. Distribución de temperaturas y mallado en placa delgada en Freefem++ 
 3.3.2 Visualización en Mayavi2 
Tras resolver el problema y ver las opciones ofrecidas por FreeFem++, se acude a 
Mayavi2 para visualizar los resultados con su interfaz. Para representar la placa delgada, así 
como sus resultados en Mayavi2, se estudiarán las siguientes posibilidades: 
 Representar mediante puntos que indican el valor en cada nodo mediante color y/o 
tamaño de los mismos de manera discreta con la función points3D. 
 Convertir los resultados exportados de FreeFem++ a arrays 2D de la librería 
numpy para utilizar la función mesh y representar la superficie de manera continua 
con los valores indicados por colores. 
 Utilizar la orden triangular_mesh para representar la malla exportada con los 
valores referenciados por el color de las líneas de la misma. 
 Combinar puntos y malla para apreciar el valor en cada punto y la conexión de 
malla existente entre ellos, utilizando la función triangular_mesh y points3D de 
manera conjunta. 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.10. Representación de la temperatura por puntos discretos en Mayavi2 
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Figura 3.11. Representación de superficie continúa en Mayavi2 
 
Figura 3.12.  Malla representada con valores en Mayavi2 
 
Figura 3.13. Representación de puntos discretos unidos por la malla en Mayavi2 
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En este caso de solución escalar, las diferencias en cuanto a la visualización en 
FreeFem++ y Mayavi2 tampoco son significativas, exceptuando la mayor gama de 
posibilidades que ofrece Mayavi2 para una visualización más cómoda de los datos o la malla. 
 
3.4 Problema de Stokes 
 3.4.1 Resolución del problema en FreeFem++ 
Como último ejemplo de resolución de casos 2D con FreeFem++, se resolverá el 
problema de Stokes en dos situaciones diferentes. La resolución de estas ecuaciones 
proporciona dos variables: la velocidad, un vector, y la presión, un escalar, lo cual no sumará 
ninguna dificultad adicional al cálculo de las mismas.  
Las ecuaciones de la conservación de la cantidad de movimiento y de la conservación de 
la masa para un flujo viscoso, incompresible, estacionario y sin fuerzas de inercia son: 
 
es un recinto de . Obsérvese que se han donde u es la velocidad, p la presión y 
tomado solo condiciones de frontera de Dirichlet. 
Estas son cuatro ecuaciones (tres para el caso particular bidimensional) para cuatro 
incógnitas. Nótese que la presión no está determinada de forma única para las ecuaciones 
anteriores, pues si p cumple la ecuación, también lo hace p+C para cualquier C. Por ello, 
podemos tomar como condición de normalización: 
 
Para obtener el problema débil, tomamos la función de test v y multiplicamos cada una de 
las ecuaciones de las componentes de u por las componentes de v. Además, en la función de 
continuidad, multiplicamos por una función de test de presiones q. Así integrando se tiene: 
 
Aplicando Green, se carga una derivada a la función de test e imponiendo que
  se tiene como problema débil para los siguientes espacios: 
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Encontrar tal que para toda se cumple:   
 
Se adapta para el caso bidimensional, reduciendo la tercera ecuación correspondiente a u3. 
La resolución del problema de Stokes se calculará en dos recintos diferentes con condiciones 
de contorno también distintas. Primero, un recinto regular cuadrado con únicamente 
condiciones de tipo esencial, tres lados con velocidad nula y un cuarto con velocidad tangente 
unidad. Después, un dominio de tipo tubo plano senoidal con condiciones tipo Dirichlet 
constante en la entrada, variable en la salida y tipo Neumann nula en el contorno del tubo, 
demostrando la no existencia de obstrucciones y un flujo regular. 
El código de ambos casos es similar en la resolución de las ecuaciones pero varia en la 
creación de la geometría y de las condiciones impuestas. El primero de los casos será: 
 
Mientras que el segundo caso el código para la resolución del problema de Stokes será: 
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En los resultados representados por FreeFem++ pueden separarse los valores escalares de 
la presión del vector velocidad para su mejor entendimiento. 
Figura 3.14. Presión y malla regular en el primer dominio en FreeFem++ 
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Figura 3.15. Velocidad a la derecha. Velocidad y curvas de nivel de la presión a la izquierda. 
Representado en FreeFem++ 
 
Figura 3.16. Presión y malla del dominio senoidal en FreeFem++ 
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Figura 3.17. Velocidad del fluido incompresible representada en FreeFem++ 
 
Con el solapamiento de variables se dificulta la visualización y comprensión de los 
resultados en las zonas del recinto con una malla más refinada. Por ello, la posibilidad de 
representar las variables de manera independiente es importante de cara al postprocesado de 
los resultados. 
 
 3.4.2 Visualización en Mayavi2 
Una vez estudiadas las posibilidades ofrecidas por FreeFem++ para visualizar los 
resultados en casos como el problema de Stokes que combina resultados escalares y 
vectoriales, se transformarán los datos de salida de FreeFem++ para poder evaluar las 
opciones de Mayavi2 y con éstas los resultados. Para este caso, tanto en el primer como en el 
segundo dominio, se podrá representar todo en el mismo gráfico o  representar velocidad y 
presión de manera independiente, pudiendo ajustar el tamaño de las flechas que representan el 
vector velocidad o el tamaño de los puntos para una representación discreta de la presión. Se 
mostrarán, a continuación, algunas de las posibles opciones de visualización para contrastar 
con las ofrecidas por FreeFem++. 
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Figura 13.18. Velocidad y presión en el recinto cuadrado por Mayavi2 
 
Figura 13.19. Velocidad y presión en el segundo recinto por Mayavi2 
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Capítulo 4:  
RESOLUCIÓN DE CASOS EN 3 
DIMENSIONES 
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4.1 Problemas de ecuaciones diferenciales en 3D 
A continuación, se procederá al tratamiento de diferentes casos de problemas 3D con 
ecuaciones diferenciales o ecuaciones en derivadas parciales. Primero, se tratará el problema  
teórico, se transformará en su formulación débil y será tratado mediante programación en C++ 
para su resolución en el software FreFem++. Finalmente, se analizarán los resultados 
comentando la visualización y sus posibilidades, tanto en el programa de cálculo como en los 
programas de visualización Mayavi2 y Gmsh. 
Para la transcripción de los datos a Mayavi2 desde FreeFem++ se exportarán los datos en 
un fichero .vtk. Para la transcripción a Gmsh se realizará una transformación de los archivos 
de salida de FreeFem++, desde la versión MSH1.0 a la versión MSH ASCII 2 mediante un 
script para así leer los datos de la malla y de la solución. 
 
4.2 Viga sometida a flexión por peso propio 
 4.2.1 Resolución del problema en FreeFem++ 
Se tratará, a continuación, el caso de una viga tridimensional empotrada sometida a su 
peso propio, regida por las ecuaciones de la elasticidad. El problema elástico lineal planteado 
en su forma diferencial es: 
Sea  abierto conexo  Entonces donde u son los 
desplazamientos y  las tensiones se cumple 
 
Para expresar el problema en su forma integral o formulación débil se le añade la función 
de test y se aplica la relación constitutiva para un sólido elástico lineal homogéneo e isótropo 
mediante los coeficientes de Lamé:  
 
 
donde definimos: siendo la relación desplazamiento deformación: 
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Así, para el caso general el problema débil es: dados los espacios 
 
 encontrar  tal que para toda se cumple: 
 
Expresión conocida como el principio de los trabajos virtuales. Aplicando las constantes 
antes mencionadas se llega a: 
 
Tras establecer las ecuaciones, se pasa a programar el código para obtener los resultados 
del desplazamiento en la viga mediante FreeFem++, que para este caso, sin fuerzas aplicadas 
por unidad de superficie, el primer término de la derecha de la igualdad será nulo. 
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Al tratarse de una figura regular, la generación del mallado se realiza con la función Cube 
y las aristas con el número de intervalos como entrada de la misma. Tras definir los 
coeficientes necesarios, los macros y los subespacios se calcula el desplazamiento mediante 
solve. Para obtener la figura deformada, se crea una nueva malla Thm con las coordenadas de 
la malla previa, añadiendo a cada coordenada su desplazamiento obtenido de la ecuación 
resuelta por el MEF, aumentado por un coeficiente para su correcta visualización (los 
desplazamientos son apenas perceptibles sin este). 
Con los comandos plot ejecutados en el código, FreeFem++ visualizará, primero, los 
desplazamientos y, después, la malla deformada tras el cálculo de los mismos. 
 
 
Figura 4.1. Desplazamientos y viga deformada visualizada en FreeFem++ 
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4.2.2 Visualización en Mayavi2 y Gmsh 
Una vez solucionado el problema con FreeFem++ y visualizado mediante las opciones 
gráficas que nos proporciona el mismo, se acude a las aplicaciones de visualización 
estudiadas en este proyecto, Mayavi2 y Gmsh, para disponer de una visualización y un 
postprocesado más interactivo. 
Para importar los datos a Mayavi2 desde FreeFem++ de la viga tridimensional, se 
guardará en un archivo tipo .vtk como se explicó en el apartado de FreeFem++. Para 
visualizar los desplazamientos, se utilizará la función quiver3d() con los valores vectoriales 
obtenidos por FreeFem++, obteniendo así la figura de la viga y sus desplazamientos, así como 
la viga deformada tras importar la nueva geometría de malla. 
Para la importación a Gmsh, se modificarán los scripts .sol y .msh de salida de 
FreeFem++ para obtener la versión correcta y poder visualizar tanto la geometría y malla de 
la viga inicial y deformada, como los vectores desplazamiento. 
A continuación, se realizará una comparativa de los formatos de visualización y la 
diferencia entre algunos procesos entre Mayavi2 y Gmsh.  
Figura 4.2. Viga deformada y sin deformar. Izquierda Mayavi2, derecha Gmsh 
Figura 4.3. Desplazamientos en la viga. Izquierda Mayavi2, derecha Gmsh 
 
Herramientas de resolución y visualización 
 
Enrique López García  59 
  
Para este caso tridimensional con solución tipo vectorial, apenas se encuentran ligeras 
diferencias en cuanto a la visualización entre ambos programas. Los colores, tamaño de flecha 
o datos incorporados en las leyendas son opciones variables dentro de cada uno de los 
programas. Sin embargo, sí se pueden encontrar diferencias en cuanto al postprocesado, pues 
Mayavi2 no ofrece recursos basados en filtros que, además, de ser menos interactivos que en 
GMSH, existe una menor cantidad. 
 
Figura 4.4. Corte por plano a valores vectoriales en Gmsh, no realizable en Mayavi2 
 
4.3 Biela 
Con FreeFem++ es posible crear mallas mediante triángulos y tetraedros, pero no existe la 
posibilidad de otras geometrías de elemento. Así como existe la dificultad de realizar el 
mallado y la geometría  mediante ecuaciones por programación. Por ambos motivos, es 
común crear la malla en aplicaciones generadoras de mallas, como Gmsh, e importarlas a 
FreeFem++ donde se realiza la posterior programación para la resolución del problema de 
elementos finitos. 
Un ejemplo de esto es la biela mostrada en las figuras 4.5, 4.6 y 4.7, elemento muy típico 
en máquinas industriales de uso común en el mundo de la ingeniería. 
Tras cargar la malla .msh desde Gmsh se establecen las constantes y las fuerzas aplicadas. 
Se definen los subespacios y se calcula el problema obteniendo como solución los 
desplazamientos en la biela. Finalmente, se realiza un cálculo de las tensiones para obtener la 
tensión de Von Mises y poder representarla mediante el comando plot [13]. 
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Figura 4.5. Desplazamientos en la biela (izquierda) y tensiones de Von Mises (derecha) 
mostradas por FreeFem++ 
En cuanto a visualización para figuras tridimensionales, FreeFem++ puede mostrar planos 
descritos en el código para visualizar la dirección de los vectores pero no es posible, como tal, 
en la figura tridimensional. Por ello, acudimos a Mayavi2 y Gmsh para poder apreciar, entre 
otras cosas, la dirección del vector de desplazamientos. 
Figura 4.6. Tensión de Von Mises por Mayavi2 (izquierda) y Gmsh (derecha) 
Para la tensión de Von Mises, la visualización es muy similar en ambos programas. Cabe 
destacar la interpretación de la leyenda, en la cual Gmsh expone máximo, mínimo y valor 
medio. En cambio, Mayavi2 ofrece un número de valores en el intervalo (elegidos por el 
usuario) en los que escala los valores más numerosos,  desestimando los valores puntuales de 
los extremos hasta la elección de un número alto de intervalos. 
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En cuanto a la representación de los desplazamientos, vuelven a encontrarse resultados 
muy similares, con el mismo detalle en cuanto a la leyenda de valores que en el caso anterior. 
Figura 4.7. Desplazamientos en Mayavi2 (izquierda) y Gmsh (derecha) 
Para opciones como el corte por planos también manejan formatos diferentes. Mayavi2 
ofrece un apartado interactivo manejando con el ratón una flecha que traslada y gira el plano. 
Mientras que Gmsh realiza los cortes con los valores en la ecuación general del plano. Así 
mismo, Gmsh permite mostrar los valores coincidentes con el plano de corte o dejar uno de 
los dos lados de la sección. 
Figura 4.8. Desplazamientos y plano de corte de tensiones en Mayavi2 (izquierda) y corte 
de tensiones en Gmsh 
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4.4 Problema de Stokes tridimensional 
 4.4.1 Resolución del problema en FreeFem++ 
Durante este apartado. se resolverá el problema de Stokes para un dominio tridimensional. 
La resolución de estas ecuaciones proporciona dos variables: la velocidad, un vector, y la 
presión, un escalar, que serán calculados a través de la programación del MEF en FreeFem++. 
Para un flujo viscoso, incompresible, estacionario y sin fuerzas de inercia las ecuaciones 
correspondientes a la conservación de la cantidad de movimiento y de la continuidad, a las 
que nos referiremos como problema fuerte, son: 
un recinto de . Las ecuaciones del problema Sea u la velocidad, p la presión y 
de Stokes, en el caso de especificar condiciones de frontera de Dirichlet, son: 
 
las cuales son cuatro ecuaciones para cuatro incógnitas. Nótese que la presión no está 
determinada de forma única para las ecuaciones anteriores, pues si p cumple la ecuación 
también lo hace p+C para cualquier C. Por ello, podemos tomar como condición de 
normalización: 
 
Para obtener el problema débil, tomamos la función de test v y multiplicamos cada una de 
las ecuaciones de las componentes de u por las componentes de v. Además, en la ecuación de 
continuidad multiplicamos por una función de test de presiones q. Así, integrando se tiene: 
 
Aplicando las fórmulas de Green, se carga una derivada a la función de test e imponiendo 
que   se tiene como problema débil para los siguientes espacios: 
 
Encontrar tal que para toda se cumple:   
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La ecuación será implementada en FreeFem++ para ser calculada en un cubo con las 
condiciones de contorno esenciales en los bordes del mismo: 
 
 
Tras calcular las soluciones almacenadas en u1, u2 y u3 para la velocidad y en p para la 
presión, FreeFem++ mostrará por pantalla la presión y, después, la velocidad en el dominio. 
Figura 4.9. Presión y desplazamientos en problema de Stokes representados por FreeFem++ 
Casos 3D 
 
64                                                                    Escuela Técnica Superior de Ingenieros Industriales (UPM) 
  
4.4.2 Visualización en Mayavi2 y Gmsh 
Con la visualización en FreeFem++ se pueden observar los valores escalares y los 
módulos de valores vectoriales de dominios en tres dimensiones. Para tener una mejor 
visualización de los dominios se exportarán los resultados a Mayavi2 y Gmsh. 
Debido a que el problema diferencial del problema de Stokes tiene como soluciones un 
escalar y un vector, será necesario importarlos por separado. Por un lado, se cargará el archivo 
.vtk previamente importado de FreeFem++ con la geometría y la solución del escalar presión. 
Por otro lado, con los datos exportados de la velocidad se creará un script de Python con la 
función quiver3d () para cargar en la misma escena el resultado vectorial [14]. 
 Para la importación a Gmsh se modificarán los scripts .sol y .msh de salida de 
FreeFem++ para obtener la versión MSH ASCII. Los ficheros en esta versión se crearán por 
separado presión y velocidad para poder disponer de ellos de manera independiente. 
A continuación, se realizará una comparativa de los formatos de visualización y la 
diferencia entre algunos procesos entre Mayavi2 y Gmsh.  
Figura 4.10. Velocidad y presión en Mayavi2 
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Figura 4.11. Velocidad y presión en Gmsh 
 
Algunas de las opciones de postprocesado, como el cálculo del gradiente de la presión, 
son rápidas y fáciles de obtener y visualizar en Gmsh dentro del menú “Plugins”. Sin 
embargo, algunas de estas acciones no son posibles obtenerlas en Mayavi2 por la 
incompatibilidad de algunos datos que no son registrados como tal en Mayavi2. 
 
 
Figura 4.12. Ejemplo de postprocesado en Gmsh, cálculo del gradiente de la presión 
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Figura 4.13. Ejemplo de corte por plano en Mayavi2 
 
4.5 Ecuación de Poisson 
 4.5.1 Resolución del problema en FreeFem++ 
Finalmente, como último ejemplo de casos en tres dimensiones se describirá la ecuación 
de Poisson en el llamado problema de Dirichlet (hallar la función que es solución de una 
ecuación en derivadas parciales en el interior de un dominio que tome valores prescritos sobre 
el contorno de dicho dominio) para dos recintos diferentes: una esfera maciza y una geometría 
con un espacio esférico vacío en su interior. Ecuación utilizada, por ejemplo, en la 
electroestática para el cálculo de potenciales electroestáticos. 
La ecuación diferencial de Poisson, donde u es la solución ordinaria del problema es la 
siguiente 
 
Para obtener la ecuación en su forma integral necesaria para la compilación en 
FreeFem++, se multiplica por una función v de test e integra ambos términos de la igualdad y 
aplicando integración por partes se obtiene el problema débil: dados los espacios: 
 
encontrar  tal que para toda  se cumple: 
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Con la formulación débil constituida, se pasa a programar el problema en C++ para 
compilar en FreeFem++. 
 
El primer código, representa la Figura 4.14.a con una cavidad en su interior, representando 
el valor de la función u. El segundo código, representado en la figura 4.14.b, que importa la 
malla de un archivo .mesh representa la misma ecuación  con diferentes condiciones de 
contorno en una esfera maciza. 
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Las figuras representadas por FreeFem++ son las siguientes: 
Figura 4.14. Soluciones a la ecuación de Poisson por FreeFem++ 
4.5.2 Visualización en Mayavi2 y Gmsh 
El módulo de visualización de FreeFem++ no permite poder apreciar cavidades dentro de 
las figuras tridimensionales, como, por ejemplo, las existentes en el figura número uno de este 
apartado. Se exportarán a Mayavi2 y Gmsh para apreciar mejor los resultados de ambos 
dominios por entero y comprobar de nuevo algunas de las posibilidades que nos ofrecen estos 
programas de visualización. 
Al tratarse de ficheros con resultados simplemente escalares, la exportación a Mayavi2 se 
realiza guardando el fichero en formato .vtk y cargándolo en el software añadiendo el 
pertinente módulo de visualización. Para Gmsh, puesto que como ya se comentó el fichero de 
salida de FreeFem++ no es correctamente leído desde Gmsh, se transformará con un script 
para adaptarlo y conseguir una correcta visualización de la figura.  
Figura 4.15. Solución a la ecuación de Poisson en Mayavi2 (izquierda) y Gmsh (derecha) 
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Figura 4.16. Solución a la ecuación de Poisson en Mayavi2 (izquierda) y Gmsh (derecha) 
Figura 4.17. Solución por corte por plano para visualizar cavidad en Mayavi (izquierda) y 
Gmsh (derecha) 
Con ejemplos como el anterior, en el que existe una figura compleja con posibles 
cavidades o irregularidades en su interior, se aprecia la necesidad de este tipo de 
visualizaciones tras el proceso de cálculo para comprender los resultados en la figura en su 
conjunto. Para ello, este tipo de aplicaciones con elementos, como el corte por planos, 
suponen una herramienta eficaz para la visualización de dominios volumétricos. 
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Capítulo 5:  
CONCLUSIONES 
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5.1 Conclusiones sobre FreeFem++ 
Durante el transcurso de este proyecto se ha trabajado un gran número de horas en este 
software gratuito de resolución de problemas mediante el MEF. Se ha comprobado su 
potencia en cuanto a la calidad de las soluciones obtenidas, así como la gran variedad de 
opciones que ofrece en tipos de funciones interpoladoras o en cuanto a la importación y 
exportación de archivos de texto para mallas y soluciones. 
La visualización en FreeFem++ es útil para problemas sencillos, como algunos de los 
casos bidimensionales que se han trabajado en este proyecto. Sin embargo, para casos más 
complejos en tres dimensiones, FreeFem++ presenta carencias a la hora de representar valores 
de forma más precisa y visual, así como de representar valores vectoriales con módulo 
dirección y sentido. 
En cuanto a la generación de mallas, se ha comprobado una cierta dificultad para entornos 
complejos como el mallado tridimensional y figuras especialmente complicadas. Además, tras 
la investigación sobre el software, se comprobó que solo ofrece mallados triangulares para 
superficies y tetraédricos para volúmenes. Estos problemas son fácilmente solucionables 
haciendo uso de las facilidades de la aplicación en cuanto a la importación de geometrías y 
mallas de programas generadores de mallas, como, por ejemplo, Gmsh.  
Como conclusión y después de lo aprendido durante el proyecto, se puede afirmar que 
FreeFem++ es una gran alternativa como software libre para cálculos MEF frente a otros 
programas conocidos como Ansys o Abaqus. Sin embargo, es necesario tener en cuenta sus 
limitaciones en cuanto a módulos como la descripción geométrica, el mallado o la 
visualización, que además de tener menores opciones y potencia tiene como hándicap que se 
realizan a través de programación, dificultando así su uso por parte de usuarios con pocos 
conocimientos teóricos sobre el MEF. Aun así, como se ha comprobado durante este 
proyecto, parte de estas desventajas son salvables mediante el uso de otros programas 
complementarios como Gmsh para la creación de geometrías o generación de mallas y 
Mayavi2, Gmsh o Paraview para la visualización y postprocesado. 
 
5.2 Conclusiones sobre Mayavi2 y Gmsh 
Como se ha citado en varias ocasiones, la intención primera del proyecto era la utilización 
de Mayavi2 como único software de visualización y postprocesado. Sin embargo, las 
dificultades surgidas en el manejo de éste dieron lugar a la utilización de Gmsh como 
programa adicional para así cubrir las lagunas detectadas en Mayavi2. Aplicando formatos 
.vtk como entrada, además de los scripts iniciales de Python, se consiguieron resultados con 
Mayavi2 que eran inalcanzables trabajando únicamente con scripts. Cabe añadir que, si bien 
se consiguieron finalmente gran parte de los objetivos fijados para Mayavi2, la adición de 
Gmsh al proyecto ha proporcionado mayor perspectiva y oportunidades con la comparativa 
entre ambos. 
Mediante los ejemplos se ha comprobado que en los casos bidimensionales se pueden  
importar datos a Mayavi2  mediante scripts de Python con las funciones propias de Mayavi2, 
o bien mediante archivos .vtk. Para ejemplos en tres dimensiones, no fue posible la 
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incorporación de datos a Mayavi2 mediante Python, debido a que no contiene funciones 
específicas para la representación correcta de volúmenes irregulares. 
La importación de archivos a Gmsh fue conseguida con mayor facilidad debido a la mayor 
cantidad de información existente sobre el tema (en contraste con la muy escasa información 
existente sobre Mayavi2) que permitió entender los formatos con relativa facilidad para crear 
los scripts necesarios para interactuar entre ambas plataformas. Gmsh se ha mostrado no solo 
como un potente creador de geometrías y mallas, sino también como una útil herramienta de 
postprocesado. 
Como conclusión de la comparativa de ambos, en cuanto al módulo de postprocesado, fin 
del estudio en este proyecto, se puede decir que tanto Mayavi2 como Gmsh ofrecen 
herramientas interactivas para llevar a cabo la visualización, así como para hacer cálculos 
posteriores a la solución. Sin embargo, ha de recalcarse que Mayavi2 ofrece más dificultades 
en cuanto a estos procesos, además de una menor variedad de los mismos. Las opciones 
existentes en Gmsh son muy variadas y fáciles de encontrar en módulos específicos y 
aplicables de manera directa. En Mayavi2, sin embargo, es necesario un conocimiento más 
profundo del funcionamiento del software para conseguir producir este tipo de procesos, que 
funcionan a través de la aplicación de filtros y módulos de trabajo. 
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Capítulo 6:  
PLANIFICACIÓN TEMPORAL Y 
PRESUPUESTO 
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6.1 Planificación temporal y presupuesto 
Se procede a describir, durante este capítulo,  la planificación temporal de las diferentes tareas 
llevadas a cabo durante el proyecto. Se resumirá la misma, primero, en una tabla que ilustra 
las fechas y horas dedicadas a cada tarea y, después, mediante un diagrama de Gantt. Tras 
esto, se realizará una EDP y un presupuesto del mismo. 
6.2 Planificación temporal 
Nº 
FECHA 
INICIO 
FECHA 
FINALIZACIÓN 
DURACIÓN 
(horas) 
DESCRIPCIÓN 
1 09/11/2016 09/11/2016 2 
Primera reunión con el tutor: definición 
del proyecto 
2 14/11/2016 24/11/2016 12 
Recopilación de información sobre 
FreeFem++ 
3 25/11/2016 25/11/2016 2 
Segunda reunión con el tutor: 
planteamiento de labores y objetivos 
4 27/11/2016 28/12/2016 18 Repaso y estudio sobre el MEF 
5 23/01/2017 29/01/2017 30 
Estudio de C++ y comienzo de la lectura 
sobre programación en FreeFem++ 
6 30/01/2017 15/02/2017 20 
Programación de ejemplos en 
FreeFem++ 
7 16/02/2017 16/02/2017 2 
Tercera reunión con el tutor: comienzo 
con el estudio de Mayavi2 
8 25/02/2017 20/03/2017 20 Instalación y aprendizaje sobre Mayavi2 
9 22/03/2017 13/04/2017 18 Estudio sobre el lenguaje Python 
10 15/04/2017 09/05/2017 20 
Programación de scripts en Python para 
comunicar FreeFem++ con Mayavi2 
11 10/05/2017 13/06/2017 15 
Trabajo interactivo con scripts de 
FreeFem++ en Mayavi2 
12 14/06/2017 14/06/2017 2 
Cuarta reunión con el tutor: continuación 
con la investigación. Redacción 
13 15/06/2017 18/06/2017 20 
Investigación sobre los inconvenientes 
encontrados en Mayavi2 
14 18/06/2017 21/06/2017 15 
Comienzo de la redacción. Capítulo de 
FreeFem 
15 22/06/2017 22/06/2017 2 
Quinta reunión con el tutor: 
puntualización de los ejemplos 
16 23/06/2017 28/06/2017 25 
Redacción de los ejemplos establecidos 
con el tutor 
17 28/06/2017 28/06/2017 2 
Sexta reunión con el tutor: revisión de 
fallos, alternativas: Gmsh 
18 29/06/2017 03/07/2017 20 
Instalación y comienzo con el estudio 
sobre Gmsh 
19 04/07/2017 05/07/2017 15 
Programación para comunicar  
FreeFem++ con Gmsh 
20 06/07/2017 06/07/2017 2 
Séptima reunión con el tutor: validación 
de Gmsh como alternativa 
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21 07/07/2017 09/07/2017 15 
Análisis de ejemplos exportados de 
FreeFem++ en Gmsh 
22 09/07/2017 12/07/2017 15 Redacción memoria 
23 13/07/2017 13/07/2017 2 
Octava reunión con el tutor: revisión de 
objetivos y correcciones 
24 14/07/2017 16/07/2017 15 Finalización de la redacción 
25 17/07/2017 18/07/2017 8 Correcciones con el tutor 
26 21/07/2017 21/07/2017 1 Entrega 
 
DURACIÓN TOTAL 
APROXIMADA DEL  
PROYECTO 
317 h 
Tabla 6.1. Planificación temporal 
Esto supondría una duración aproximada por parte del alumno de 317 horas en el 
desarrollo de este proyecto. 
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6.3 Diagrama de Gantt 
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6.4 Estructura de descomposición del proyecto (EDP) 
El proyecto puede descomponerse en las siguientes fases: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
HERRAMIENTAS DE 
RESOLUCIÓN Y 
VISUALIZACIÓN  
Documentación y 
planteamiento  
Estudio del 
lenguaje de C++ 
Estudio e 
investigación de 
FreeFem++  
Programación de 
ejemplos en 
FreeFem++ 
Casos 2D 
Casos 3D 
Investigación y 
documentación 
Estudio de 
lenguaje Python 
Investigación 
sobre Mayavi2 
Documentación 
sobre Gmsh 
Estudio y 
programación sobre 
importación y 
exportación 
Scripts entre 
FreeFem++ y 
Mayavi 
Scripts entre 
FreeFem++ y 
Gmsh 
Librería VTK 
Comprobación de 
los resultados y 
memoria 
Planificación temporal y presupuesto 
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6.5 Presupuesto 
En este apartado se indica con detalle la valoración económica de este proyecto. Debido a 
la utilización exclusivamente de programas gratuitos, el coste económico se debe únicamente 
al coste debido al presupuesto salarial de los recursos humanos. Estos recursos humanos harán 
referencia a las horas empleadas al proyecto, tanto por parte del alumno, como por parte del 
director del proyecto. 
 
 
RECURSOS UNIDAD 
COSTE POR 
UNIDAD 
CONSUMO IMPORTE 
Tutor Hora 50€/hora 65 3.250 € 
Alumno Hora 12€/hora 317 3.804 € 
   
Total: 7.054 € 
 
Tabla 6.2. Presupuesto del proyecto 
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APÉNDICE 1 
A continuación, se adjuntan algunos ejemplos de los programas en Python citados durante 
el proyecto, utilizados para la adaptación de los datos de salida de FreeFem++ a entrada de 
Mayavi2 y Gmsh. 
Programa utilizado para transformar los archivos de salida “mallado.mesh” y 
“solución.sol” de FreeFem++ en un formato tipo matriz para trabajar con Python e importar 
en Mayavi2. 
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A continuación, se muestra el programa utilizado para representar la malla en objetos 
bidimensionales mediante programación en Python (donde value, x e y son las filas de la 
matriz obtenida en el ejemplo anterior): 
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Finalmente, se muestra el programa también en Python para la conversión de formato 
MSH versión 1 de salida de FreeFem++ a formato ASCII MSH 2.2 para la entrada en Gmsh 
con valores de solución: 
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